Pourguoi enseigne-t-on les mathématiques ?
Et au fait, qu’'est-ce que les mathématiqgues ?

En tant que professeur de mathématiques, maisuswgtotant que personne qui aime les maths et degui
maths ont beaucoup apporté (dans ma formationnet ldavie de tout les jours), je me pose des quessur le
manque actuel de vocations pour cette discipliiep6eir les sciences en général). Je me suis notamme
interrogé sur le rble et I'utilité des mathématigjgp®ur moi qui les avait étudiées (ce que javaisgdar simple
godt) et surtout pour ceux a qui jallais les egeer, souvent contraints a étudier les maths, mmém
passionnés par elles. Trois questions me paraifsafamentales :

1) Pourquoi I'enseignement des mathématiques est-dbligatoire (au-dela du savoir compter) ?
Pourquoi les maths ont-elle en France autant d'impgance, au point de servir de critere de
sélection méme pour des professions qui ne les igdront plus ?

2) Qu’'est-ce qui plait dans les maths a ceux quideaiment ? Qu’est-ce qui en fait un cauchemar pour
d’autres ?

3) Qu’est-ce que faire des mathématiques ?

Explication de ces questions :
= La premiére question me parait d’autant plus cteaja’'on a tendance a y répondre brievement que les
maths servent partout, alors que les éleves savesmtbien qu'une grande partie d’entre eux n'y
toucheront plus passés les concours et examerfautllétre honnéte, les théories mathématiques
apprises a I'école ne serviront pas en tant questél la plupart de ceux qui les étudient. Si dans
beaucoup de métiers on PEUT utiliser des matha & gouhaite, il y en a beaucoup aussi ou on peut
s’en passer. D'ou I'importance de ma premiere goest

= La deuxieme question fournit une autre approchésque la plupart d’entre vous sont obligés d'éudi
les maths (et les profs sont obligés de les ensegydes éléves qui n’en veulent pas), y a-t-il @emoge
ne pas les détester, voire de les aimer un peu ?

= Au fait, aprés tant d'années a étudier des mathwgzsvous bien de quoi il s'agit ? Et savez-vousi qu
attendre de la suite de vos études si vous cortiesemaths ?

Ces questions me paraissent cruciales, et j'aptféssion que du temps ou j'étais a I'école on nevait jamais
proposé d'y réfléchir. Vous avez cette chance,yessd’y répondre par vous-mémes. C’est une marmlére
devenir acteur de votre propre apprentissage, atedelus le subir. Vous pourrez ensuite lire, sus/de
souhaitez, les réponses (personnelles et subjsktive je donnerais en ce moment.

l) Faire des mathématiques

Au lycée, quand on ne comprend pas, on a tendaré&uener un chapitre par la derniére formule dypittea la
plus difficile, et celle qu'on n'a pas comprise général. Ainsi faisant on oublie que le plus impottde
I'activité mathématique était ailleurs, dans tees préliminaires...

Voici donc (avec des exemples) la présentatiordd&sents aspects de la démarche mathématique.

1) La définition

Les questions les plus profondes sont parfois les gimples. Définir précisément les objets quesnou
manipulons depuis toujours (on appelle ca « axig®map) afin de déterminer un point de départ pour
démontrer des propriétés plus complexes.

Savez-vous par exemple ce qu'est nombre? (Ou plus simplement « un nombre entier, un nembr
rationnel, un nombre réel). Une question que I'entpse poser est alorsin martien qui inventerai les
maths sans rien connaitre des mathématiques terrest, serait-il conduit a inventer les mémes
nombres ?(bien sdr, il ne leur donnerait pas le méme nom).

Ou encore : qu’est-ce qu’'un plan ? un vecteur ?fanetion ? la forme d’'un objetPeut-on passer d’'un
cube a une boule en tirant dessus ? Et d’une boudeun donuts ?

Qu’est-ce qu'unegrobabilité ? Essayez alors dmalculer la probabilité qu'une corde prise au hasad
sur un cercle soit plus courte que le c6té d'un tangle équilatéral inscrit dans ce cercle Tet exercice
s’appelle le paradoxe de Bertrand. Quand vous &vesolution (il y en a plusieurs, avec des réssiltat
différents 1), jetez un coup d’'ceil sur le site :



http://perso.wanadoo.fr/therese.eveilleau/pageasdume/textes/bertrand.htm

Qu'est-ce qu’'unesurface ou un volume? Intuitivement, c’est quelque chose qui mesurtaille d’'une
figure (dans le plan ou I'espace) et qui vérifie ymopriété simple : le volume de la réunion desiglurs (2,

10 ou un nombre fini) figures disjointes est lanste des volumes de ces diverses figures. Pourtant,
Banach et Tarski ont montré gu' pouvait (théoriquement) couper une boule en unambre fini de
morceaux, déplacer ces morceaux et les réarrangecqmme un puzzle) pour en faire une boule de
rayon deux fois plus grand Ce qui fait qu’on pourrait théoriquement décougemorceaux un petit pois

et en faire une boule de la taille du soleil !!! G@&radoxe montre que la notion de volume est délied

qgu'’il faut la définir proprement (et pour des fosnesimples » uniquement). Curieusement, ce paead@ax

pas lieu dans le plan avec les surfaces...

2) Les notations

Le deuxiéme aspect capital des mathématiques,géégér le débutant, est celui des notations : kethsn
sont un langage qui crée des mots nouveaux eedismouvelles qui permettent de décrire de plygies
précisément des notions. Des « détails » commé&ddunction des chiffres indo-arabes (avant, sesl le
grands fonctionnaires savaient poser des multiphica !), des signes =, +,x, etc. et de donneram (x)
aux inconnues a fait faire aux mathématiques desidde géants en mettant a la portée de collédesns
opérations jadis trés difficiles. La notion de @és, telle que I'apprend aujourd’hui n'importe qieéen
de premiére occupait a I'origine plusieurs livrBdonc chacune des notations que I'on utilise atgthui
est en fait un condensé qui résume des siéclesoldi@n, d’enrichissement, de recherches. D’ou
I'importance de la rigueur et la précision dansr letilisation. Ce travail sur les notations congnu
d’ailleurs...

3) La démonstration

Une fois précisées les notions, reste a se mettrecatd sur les regles de raisonnement et donc de
démonstration. Cette notion a évolué (les grecs gxample utilisaient des « démonstrations par des
figures...»).

La question qu’'on peut se poser est algreut-on tout démontrer ? Autrement dit, est-ce qudoute
propriété mathématique qui n'est pas fausse est déntrable ? C'est Godel et son célebre théoréme
d'incomplétude qui a répondu par la négativians toute théorie, quel que soit le nombre d’axioas
initiaux que I'on choisi, il existe des propriétéqqui ne peuvent étre démontrées, mais telles que teu
contraire ne peut pas étre démontré non plus..Ceci veut dire qu'’il existe des propriétés vraia®g ne
peut pas démontrer, et des propriétés dont onutepps dire si elles sont vraies ou fausses, magnglus

on a le choix de les considérer vraies ou fausse !

4) Les calculs proprement dits

Ceci est I'aspect le mieux connu des mathématigleesésolution de problémes et d’équations, lewdal
pratique de ces solutions. Ces équations peuvairtde la physique (vous en verrez un certain nentibn
prochain : lois de Newton pour la mécanique, équatd’un circuit électrique), de I'informatique (i fait

des images de synthése, comment calculer le dépdsnted’un personnage ?). Savez-vous par exemple que
la navigation et le GPS utilisent la géométrie gqoes faites depuis le college ? Que la cryptogephi
(codage des données pour gu’elles ne puissenttigakiés par n'importent qui) fait appel & des majhe

I'on aborde en spécialité maths de TS ? Que leunake recherche Google utilise et résout des systéta

500 millions d’équations avec autant d’'inconnudéd'@st d’ailleurs souvent ces applications (qui das
enjeux économiques et stratégiques énormes) quiconmandé le développement de nouvelles branches
mathématiques, et qui font que les mathématicienset seront toujours extrémement recherchés.

5) Les problémes d’existence

Ceci dit, lorsque les calculs proprement dits nidgtssent pas, ou lorsqu’on ne dispose pas de fesnoh

se contente de s'interroger sur I'existence detigols a un probleme. Vous savez résoudre une équad
degré 2. Il existe des formules permettant de @®odes équations de degré 3 et 4. Longtemps on a
cherché des formules pour le cinquieme degré ayamtGalois ne montre qu’'ikn’y a pas de formule

pour résoudre les équations de degré 5, et qu'enyd bien que la solution existe théoriquement, on
peut en calculer seulement des valeurs approchéedar exemple, on ait qu’on ne peut pas exprieer |

racines du polyndméX° —4 X + 2, alors qu’une simple étude de fonctions de presmiermet d’en donner
un encadrement.

Au fait, dans le domaine de la géométrie de collgga-t-il d’autres transformations conservant les
distances (isométries) que celles vues en colléggniétries, rotation, translation) ?La réponse en cours
de spécialité maths de TS...




[1) Aimer ou pas les maths

Ce que 'on peut aimer dans les maths :

= Les choses sont simples, au sens ou elles sontradals soit fausses. Quand on est dans le vrai, on
n'aura pas de mal a en convaincre les autres. Quatrépondu a une question, on sait en généeal si
réponse est bonne, on n’a pas besoin d’y revemigucfait qu’'on peut aller plus loin.

= |ly a de I'élégance dans les théories mathémadiqde par leur simplicité et leur concision. Le@av
ne s’accumule pas comme dans les autres domainesaths on peut faire beaucoup en apprenant trés
peu par cceur (comprendre plutét qu'apprendre) eRample, le programme de TS complet tient dans
une feuille simple (un recto), le programme de ma#ipé (12h par semaine) avec toutes les
démonstrations et des notions hors programmesdienie feuille double !

= C'est un instrument tres puissant. On peut trés mitriver a des résultats et des applications qui
paraissaient hors de portée (et que malheureusdeseptogrammes de lycées ne donnent pas le temps
de développer en cours). D'ailleurs, bien maitrisermaths permet d’aborder beaucoup plus facilemen
les autres sciences (notamment la physique).

= (C’est un jeu formel et logique qui stimule la r&fa (un peu comme les jeu logiques, échecs,
Sudokus, mais bien s0r en plus complexe) et, ureedo’on en a maitrisé quelques bases, il peut
devenir trés gratifiant.

Ce qui rend les maths difficiles pour certains :

= Les maths sont un langage : pour faire des chas&®ssantes il faut d’abord en maitriser la graimema
et l'orthographe. Il y a donc des régles qu'il faagprendre a appliquer automatiquement, sans les
remettre en question, sans les oublier, comme atdis. D’ailleurs, les maths scolaires sont parfoi
plus proches dans I'esprit des cours de grammaieedgs autres cours de sciences. On peut remarquer
que ces mémes raisons font que orthographe et gaaersont en général aussi détestés que les
maths...

= |l faut de la rigueur, qui est une forme de disol: plus qu’ailleurs il faut ici appliquer degytés, ne
pas se contenter d'a-peu-prés. Cela s’apprends olest difficile. Ce qui fait que la plupart sont
découragés par les maths bien avant de franchabsticle, et d’atteindre les moments gratifiardsix
ou I'on comprend.

= Les maths sont exigeantes : si I'on veut assinldangage, il faut de la pratique, et cela demgade
tous, méme aux meilleurs) des efforts, de la pediegt du travail en dehors des cours. On ne peut pa
espérer sortir de cours en ayant tout retenuallcgrtes une grande gratification quand on vidu
d’une difficulté, mais c’est vrai qu'’il y a aujouhdii des distractions plus immédiates...

[II) Pourguoi enseigner les mathématigues ?

J'ai souligné en introduction que les théories matfitiques enseignées a I'école ne serviraient faplapart
des éléves. Cependant, on pourrait dire de mémdadplupart des enseignements scolaires: aucun
enseignement ne « sert » directement, si ce ritegédrire, etc. Pourquoi I'école alors ? Pour neetin place
une capacité d’expression et de raisonnement, @umgttra ensuite de vivre en société, réfléchigpgirendre
rapidement les savoirs pratiques dont vous pougigir besoin par la suite : conduire une voitdage une
mise en page sur un traitement de texte, instafielogiciel sur un ordinateur, etc. Si ces tachapmennent
vite, c'est grace au travail préparatoire effeqiaél’école.

En particulier, en ce qui concerne les maths, ljimipression que c’est la matiére qui donne le miges
rudiments de logique (distinguer cause et consémserhypothése et conclusion). En maths, on appiend
distinguer ce gu’on sait avec certitude (qu’on eenettra pas en question) de ce dont on n'est pagts@eci
servira partout. Et c’est loin d’étre maitrisé [zplupart !

Au contraire, si on enseignait a I'école uniquemaniqui sert directement : écrire un CV, utilisertableur,
faire une facture, rédiger des lettres officieljespe suis pas sr que cela paraitrait supergassnt. C'est une
chance et un luxe de pouvoir se permettre de pensertre chose que la stricte survie immédiates vl
I'aurez pas toujours, sachez I'apprécier.

A cOté de cela, s'il est vrai que les maths neesdrpas a tous, elles peuvent servir dans beawtmdpmaines,

si bien qu’elles sont une compétence recherchées (ea problémes de débouchés pour les professions
scientifiques en général). D’ailleurs, s'il est iviue beaucoup exercent des métiers trés éloigaéewd
discipline d’études (par exemple toutes les pradesscommerciales), ceux qui choisissent une psaiasen
liaison avec les sciences (donc des maths) ontsolugent la chance de continuer a en faire, etoitf@onc un
travail intellectuellement plus stimulant. Et puldaut en étre conscients, ceux qui innovent argthui (et qui
donc permettent & leur pays de s’en sortir dansotapétition économique), ce sont les scientifiquesis
maitrisent les maths comme il se doit (vous comseaisirement quelques noms : Eiffel, Bouygues,rBeit

Avoir des bons rudiments de maths (et de sciemmErsiet au moins de comprendre ces innovationsggbas

les laisser passer...



Récapitulatif de jolis théorémes mathématiques
(que j'aurai peut-étre mentionnés dans mon expose)

Si les martiens faisaient des maths, ils seraientigits a inventer (aux notations prés) les ménmbmes que
nous (entiers, relatifs, rationnels, réels, compé@xcar il N’y en a pas d’autres. On peut d’ailiedire cela de
I'essentiel des mathématiques.

Paradoxe de Banach-Tarski: on peut (théoriqguememiper une boule en un nombre fini de morceaux,
déplacer ces morceaux (sans les déformer) etdesinger (comme un puzzle) pour en faire une boeleyon
deux fois plus grand. Ce qui fait qu’on pourraiédhquement découper en morceaux un petit pois éiee
une boule de la taille du soleil !!!

Théoreme d’incomplétude (Godel) : dans toute teéonathématigue non contradictoire, quel que soit le
nombre d’axiomes initiaux que I'on choisi, il exdsties propriétés qui ne peuvent étre démontrées,telles
gue leur contraire ne peut pas étre démontré nan.plCeci veut dire qu'il existe des propriétésesaju’on ne
peut pas démontrer, et des propriétés dont on utepaes dire si elles sont vraies ou fausses, magn@lus on
a le choix de les considérer vraies ou fausse !

Théoreme sur les jeux finis a information parfaiteut jeu fini (avec un nombre fini de possibiitéet
information parfaite (chaque joueur dispose des eséimformations que son adversaire, comme la paosites
pions, etc.) posséde une stratégie gagnante t€km da suivant, 'un des deux joueurs est asser§aner,
quoi que fasse l'autre, ou alors il existe unetégi@ qui assure a chaque joueur de faire matcfehdle gagner
si 'autre se trompe). Ceci marche pour le morplens,échecs, les dames, mais pas pour les jeuartEsdle
hasard intervient, et en plus on ne connait pasadees de I'adversaire).

Un autre théoréeme de théorie des jeux : un commeyaefaire concurrence a un commerce déja existant
stratégie pour prendre le plus de parts de mardst de se placer ... au méme endroit. Voila pourdesi
Quick sont souvent en face des McDo, ou pourquobBnques ont aussi des agences trés procheskesiem
autres.

Théoréme de la boule chevelue : si I'on essaieoiféec une boule recouverte de cheveux, il resteggours au
moins un cheveux en épi (c’est-a-dire vertical).

Théoréme d’Arrow-Debreu : soit une économie de m@ravec un nombre n de biens. On suppose que les
fonctions d’offre des producteurs et de demandecdasommateurs pour chacun des produits ne préserae

de discontinuité. Alors il existe au moins un piigquilibre, c’est-a-dire que I'offre est égaleaademande pour
chacun des biens.

Théoréme de d’Alembert : toute équation polynomfatenme par exemplX® +2 = Qou X° —4X + 2= 0)
de degré n admet exactement n solutions. Cellas-sbnt pas toutes réelles, il faudra faire appelr@mmbres
complexes que vous verrez en Terminale.

Il existe des formules permettant d’exprimer (adles racines carrées, cubiques, etc.) les solutigusations
polynomiales jusqu’au degré 4. A partir du deg@nSait reconnaitre celles pour lesquelles c’essipte de le

faire. PourX® + 2 on peut, pouX® —4X + 2 on ne peut pas... (théorie de Galois)

Si on marche au hasard en faisant a chaque faés a@me probabilité) un pas dans une directioncqugle,
alors en étant suffisamment patient on va passgoyia (Autre version : un singe tapant au hasamdumne
machine a écrire finira par composer a la virgulesp’'Odyssée entiére, ou n’'importe quel autreelivce
moteur de recherche Google procéde ainsi pour parda toile. Ce résultat cesse d’étre vrai enealigion 3 :
on est sOr que dans l'espace il y a des endroitsnod’ira jamais (mais on ne peut pas dire a I'aeaau il
seront).

Conjecture de Goldbach : tout nombre entier pair sesnme de deux nombres premiers. Ce résultat en
apparence si simple et vérifié par le calcul pces hillions de nombres entiers n'a jamais pu éraahtré. Il
est presque aussi célébre que le théoreme de Hgumat'a été démontré que trés récemment): il a’pas

d’entiers x,y et z vérifiank" + y" = Z" pour n supérieur ou égal a 3.

On peut décomposer une fonction quelconque en amems (infinie) de fonctions sinusoidales (cosints e
sinus) appelées harmoniques. On appelle cette gxsition « série de Fourier », c’est elle qui pdrmie
simplifier les signaux sonores pour obtenir pameple des fichiers compressés comme les MP3.



ANNEXE : Quelgues exemples de résultats mathématiegs

Je vais donner ici quelques exemples d’applicatide I'esprit mathématiques a des domaines queejiai
I'occasion d'étudier, pour montrer que les mathsremt des arguments intéressants dans des dongaines
semblent trés éloignés. Ces parties sont asserdo@s@es, mais il faudrait du temps pour préciSeparmi
vous certains ont envie de creuser certaines gusstc’est possible de prendre 1h pour le faireldpsen a
votre prof)

1) Appligués a I'économie

Avez-vous entendu parler de iz de l'offre et de la demande? Celleei
s’exprime remarquabment bien en termes mathématiques. Soit un p Quantité. échangée

P. La quantité produite par les producteur (« offreest une fonctic Ofire
croissante du prix de vente. La quantité achetée Ipaconsommate
(« demande) dépend du prix dachat, mais n'est pas forcé
décroissante. Lorsque le prix est trop bas, ibgaucoup de demande et

d’offre, le prix va monter. Lorsque ce prix est hauy a trop d’offre et pe E Demande
de demande, le prix va baisser. On devrait donegpdr & un ajustement
un « prix d’équilibre » pour lequel offre et demansbnt égalestous ceu ' >

qui veulent acheter trouvent un produit et ceuxvguilent vendre peuvent Prix déquibre Prix

faire. Tout le monde est content. Certaines thédifrales s’appuient ¢
un modele aussi simple, par exemple pour expliuenémage I'existenct
d'un salaire minimum empéche un ajustement si lgjare I'offre rest
supérieure a la demande (qui augmenterait siVaitrétait moins cher).

Pour critiquer cette conclusion, les meilleurs amgnts sont d’ordre mathématique. La réalité est pies
complexe, puisqu’il y a un grand nombre de proddit&rents, autant de prix, d'offres et de demandgue se
passe-t-il alors ? Il a été prouvé que dans ceagssiil existe un (ou plusieurs) prix d’équilibre, doncla loi
d'offre et de demande marche encorec’est le théoréme de Arrow-Debreu. La démonstnatie ce théoréme
utilise une propriété trés jolie mais qui appatais lointaine : le théoréme de la boule cheveluiedd quesi
'on essaie de coiffer une boule recouverte de claux en donnant des grands coups de peigne, alory i
forcément au moins un cheveu qui reste en égverticalement). Comment passer de ce cheveu iea ép
prix d’équilibre ? Demandez aux mathématiciens...

Cependant, toujours d’autres mathématiciens onbdéé que si I'on laisse jouer I'offre et la demaripartir
d’'un prix quelconque comme nous l'avons fait surfiture, la convergence a tres peu de chances de se
produire. Donc tout ne se passe pas toujours cdmnmudraient les libéraux...

Dailleurs, si on autorise la fonction d'offre arfades sauts (on dira en Terminale « étre discoatk) alors

ces résultats deviennent caduques, et la situaia@omplique. Quoi qu'’il en soit, les débats eatrenomistes
prennent souvent une forme mathématique, et il méetix avoir des notions de maths si on veut congree

2) Théorie des jeux et probabilités

D’abord ici un joli résultat (qui se démontre sieplent avec des outils de TS) da a la théorie des:jout jeu
fini et a information parfaite posséde une stratégagnante. Ceci veut dire qdans un jeu comme le
morpion, les dames ou les échecs, soit il existeeustratégie qui permet au premier joueur de gagnea
coup sOr quoi que fasse le deuxiéme, soit c’estnlierse, soit alors il existe deux maniéres de joueyui
conduisent au match nul, et si I'un des joueurs seompe en 'appliquant il perd . Les échecs seraient donc
exactement comme le morpion un jeu sans intérépndition d’'avoir des ordinateurs suffisamment pargs
pour calculer cette stratégie gagnante !! (Ce powi il faudra attendre encore longtemps...)

Autre exemples de questions que pose la théoriejales: imaginons de disposer de 10 euros, d’avoir
absolument besoin de 100 euros et de n'avoir peulegpossibilité que de jouer les 10 euros a ldettmu(ou
I'on sait que I'on perd en moyenne). Comment lagejosi on veut maximiser ses chances d'atteindf 10
euros ?

D’ailleurs, puisqu’on est dans les jeux de hasaatjons-en. C'est un domaine ou l'ignorance deadest
principes mathématiques est particulierement flagraSavez-vous quelle est I'espérance de gaist{a‘elire
le taux de redistribution) des jeux du commerc@% @our les machines a sous, 70% pour le PMU et 603
les jeux de la francaise des jeux. Ceci veut dira ghaque fois qu’'on achéte un jeu a gratter,ard g0% de la



mise. Comment cela se fait-il que les gens ontgfession de n'étre ni perdants ni gagnants ? Blai, si on
rejoue plusieurs fois jusqu’a tout perdre, ou ajosgu’a gagner une grosse somme, le gain moyebiesten
dessous de 60% de la mise...

Autre idée curieuse, c’est d’observer les straggies joueurs, qui n‘ont pas compris le principetidees
indépendantsJouer au loto le numéro gagnant de la veille n'egtas une stratégie moins bonne qu’une
autre. Comment cela se fait-il que certains consultesistatistiques des numéros sortis au cours defedesn
années de maniére a déterminer ce qu’ils vont jalierconnu de méme un type qui faisait des si@tiss des
numeéros du Rapido du jour pour tenter de déternd@ses numéros gagnants ».

Au PMU, les joueurs n'ont pas compris le princige rddistribution des gains, qui rend I'Etat comgéent
indifférent aux résultats. lls sont convaincus gaeadernier truque les résultats de maniére a ies fardre, ce
qui n'a pas de sens. Dailleurs, en allant plus looncernant le PMU, je suis convaincu qu’on paurra
démontrer que de jouer au hasard, ou jouer expgpllus mauvais chevaux ou faire de son mieux peur
renseigner et jouer les meilleurs chevaux ne chaegel'espérance de gain reste la méme. En joeantons,
on gagnera plus souvent mais moins, c’est seulelaeatriance qui change !!

Pour conclure cette partie un peu désordonnéesiprbbas, je voudrais donner un résultat qui nearne pas
les jeux de hasard mais que je trouve Jatiaginez que vous marchez au hasard, les yeux fersyéen faisant

a chaque fois un pas en avant, en arriere ou sur &té : de cette maniéere, en étant suffisamment pant,
vous étes slirs de passer partout (en chaque point gblan). (Par contre, dans I'espace (en rajoutant la
possibilité d’aller vers le haut ou vers le bas}g résultat ne marche plus.) Autre version de éeréme : un
singe qui taperait au hasard sur une machine geéuaria un jour écrit I'Odyssée (a la virgule préskaussi tout
autre livre, a condition bien sdr d'étre trés patde Ce principe est a la base du fonctionnemei@atggle : le
moteur de recherche se proméne au hasard de papggermrt note les pages ou il passe plus souvalldq gui
seront bien cotées). Cette recherche conduit éladl a un systeme de 500 millions d'équations &nau
d’inconnues (une par page !') dont on doit trouvee solution...

3) Arithmétigue de l'infini

Le paradoxe de Banach-Tarski montre qu'on peutritp¢ement découper un petit pois en un hombredini
morceaux que l'on réarrange ensuite comme un ppzzle obtenir une boule (pleine) de la taille dlegoCeci
pose naturellement des questions sur ce qu’on leppelolume en maths.

Bien sdr, en physique ce découpage du petit poisisgossible, notamment parce que le petit poisiple
aura un nombre fini d’'atomes, moins nombreux qu @@mposant le soleil, et les déplacements ne fieatli
pas le nombre d’'atomes. En maths, cela c’est diftécar la boule contient une infinité de pointsi @pnt des
étre mathématiques sans dimension)

Or l'infini est une notion qui a trés longtemps @geoblémes aux mathématiciens, car il susciteotebneux
paradoxes. Celui qui suit est plus simple que a@duBanach-Tarski mais vous donnera une idée dgipe sur
lequel il s’appuie.

C’est I'histoire de I'h6tel de Hilbert : un hétebgsede une infinité de chambres portant chacuneuaréro
entier. Cet hotel est complet. Pourtant, il estsfiids d'y accueillir des clients supplémentaire€nm en
nombre infini. Par exemple : pour accueillir ureali en plus, il suffit de mettre celui qui occugdaitpremiére
chambre dans la deuxieme, celui de la deuxiéme ldatnsisieme, celui de la troisieme dans la geaig, de
cette maniére on libere la premiére chambre. Paite fle la place a une infinité de clients ils isufé déplacer
chaque client occupant une chambre dans la chapdstant un numéro double du numéro initial : toes |
anciens clients gardent une chambre, et on a lilmdeénfinité de chambres (celles impaires) posmieuveaux
clients !!! Cet exemple montre que l'infini plus on deux fois l'infini ne sont pas plus grands tjundini : il y
a donc autant de nombres entiers positifs que ddres entiers tout court ou que de nombres palitkif fort :
on pourrait mettre dans notre hétel (déja pleirg infinité de cars contenant chacun une infinitthdeveaux
touristes, sans que la place ne manque. Une ifitiibfinités contient donc autant d’éléments qudihi de
départ. Par exemple, il y a autant de nombresmagis que de nombres entiers !

Le paradoxe de Banach-Tarski s’appuie ce type €dd@our aller plus loin, on pourrait montrer qoastles
infinis ne se valent pas, et que certains sont gtasds que d'autres : par exemple, il y a beauqdup de
nombres réels dans l'intervalle [0,1] ou de posusune droite que de nombres entiers ou rationnels



La maniere dont j'ai présenté cet exposé

L'idée était de faire réfléchir les éléves a ce spr& les mathématiques ou pourquoi on les enseRjut que
de faire un exposé magistral, j'ai préféré noterdaestions au tableau, noter les réponses dessélpaur
ensuite les commenter et compléter, tout en essaj@rplacer quelques résultats mathématiques. ale n
distribué en début d'heure que la feuille de sysahies théoreme qui pouvait donner des idées dtiangeaux
éléves. Je n'ai donné le texte complet de mes ségayu‘aux éléves qui I'ont demandé a la fin.

Dans les fait, le temps idéal pour cette internvantst de 1h30, de maniere a avoir le temps dendépaux
questions des éleves (notamment du type: pour ééema quoi servent les maths? ou a quoi pewirset
chapitre gu'on a étudié en classe?). L'expérienaeependant montré que ces derniers ont peu dtianeet
encore moins de réponses (a part "le charpentikseute théoreme de Pythagore"). Donc je croisunjuel
exposé est plutot utile.



